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PROGRESIONES O SUCESIONES

En matematicas, un par ordenado es una pareja de objetos matematicos, en la que se distingue un
elemento y otro. El par ordenado cuyo primer elemento es A y cuyo segundo elemento es B se denota
como (a, b). Por ejemplo, los conjuntos {0, 1} y {1, 0} son idénticos, pero los pares ordenados (0, 1)
y (1, 0) son distintos.

En funcion de la definicion de un par ordenado se puede decir que
una sucesion (o progresion) numérica es un conjunto de nimeros ordenados. A cada uno de estos
nimeros los Ilamamos términos de la sucesion: a;a; es el primer término, a,a; es el segundo
término, azas es el tercer término... aa, es el nn-ésimo término.

Las cuales tienen las siguientes caracteristicas que se definen como:

1. En funcion del nimero que tengan, las sucesiones pueden ser finitas o infinitas.
2. Crecientes si cada término es mayor que su anterior, es decir,

an < ap+ la, < a,+1
O decrecientes si:
an >ap+la, > apt+l

3. Son aritméticas cuando cada término es la suma del término anterior mas un nimero constante,
al que llamamos diferencia y denotamos por d. Es decir,

an+1=a,+da,+1=a,+d

4. Son geométricas cuando cada término es el término anterior multiplicado por un numero
constante, al que llamamos razon y denotamos por r. Es decir,

antl=a,-raptl=a,r

En el caso de las sucesiones aritmeticas y geométricas podemos encontrar una formula, a la que
Ilamamos formula general de la progresiéon, que nos indica el valor de cualquier término de la
sucesion sin necesidad de escribir los términos anteriores. Igualmente, podemos calcular la suma
de n términos consecutivos y, en ocasiones, la suma de infinitos términos.



Férmulas

SUCESION ARITMETICA

Es de la forma

ay
a, =a,+d
a; =a, +d

a, =a; +d

Diferencia Término general

d=a,,1—ay a, =ay+d(n—1)

Suma de los n primeros términos

_nla; +ay,)
B 2
SUCESION GEOMETRICA

oy

f; = g

iy = fg

Razén
Término general
- Aytq
a, a,=a,-r1
Suma de todos los términos
Suma de los n primeros términos u
1
E =
g " T — dq T 1-r
Sy =
r—1 silr] <1
S -1
j— ﬂ’l . _
" r—1




Ademas...
Una sucesion aritmética es

e decrecientesid <0,
e crecientesid>0 y
e« constantesid=0.

Una sucesion geomeétrica cuyo primer termino es positivo es

o decreciente si 0<r<10<r<1 y
e escreciente si r>1r>1.

Y si el primer término es negativo, es

« creciente si 0<r<10<r<1 y
e decreciente si r>1r>1.

Ademas, independientemente del primer término, es constante si r=1y es alternada si r es negativo
(cambia el signo en cada término).

Progresiones Aritméticas y Geométricas

Toda secuencia ordenada de ndmeros reales recibe el nombre de sucesion. Dentro del grupo de
sucesiones existen dos particularmente interesantes por el principio de regularidad que permite
sistematizar la definicidn de sus propiedades: las progresiones aritméticas y geométricas.

Progresiones aritméticas

Una progresion aritmetica es una clase de sucesion de nimeros reales en la que cada término se
obtiene sumando al anterior una cantidad fija predeterminada denominada diferencia. Llamando d a
esta diferencia, el término general de la progresion a, , que ocupa el nimero de orden n en la misma,
se puede determinar a partir del valor del primero de los terminos, a;.

ahn=ap+(n-1)d.

N R

Las sucesiones (por ejemplo, las progresiones aritméticas y geométricas) pueden verse como
correspondencias univocas entre el conjunto de los nimeros naturales N y el de los reales R.
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Suma de los términos de una progresion aritmética

Para determinar la suma de un namero finito de términos de una progresion aritmética, denotada por
a1, ay, as,..., an-2, an-1, an, Dasta con considerar el principio de que los pares de términos a; Yy an, a2 Y an-1,
a3z Y an-2, etcétera, son equidistantes, de manera que todos estos pares suman una misma cantidad.

Generalizando esta consideracion, se tiene que la suma de todos los términos de una progresion
aritmética es igual a:

_dap+ag) - n

[

Interpolacion de términos en una progresion aritmética

Entre cada dos términos a y b de una progresion aritmética es posible interpolar otros m términos,
Ilamados medios diferenciales, de manera que todos ellos integren una nueva progresion aritmética
(con m + 2 términos) donde a y b sean los extremos.

La diferencia de esta progresion se determinara con arreglo a la siguiente férmula:

b—a

m+ 1)

Progresiones geomeétricas

Otra forma comun de sucesion es la constituida por las llamadas progresiones geométricas. Estas
progresiones se definen como aquellas en las que cada término se obtiene multiplicando el anterior por
un valor fijo predefinido que se conoce como razon.

El término general a, de una progresién geométrica puede escribirse como:

an=ay-rt
Suma y producto de los términos de una progresion geométrica

La suma de n términos consecutivos de una progresion geométrica puede calcularse a partir de
cualquiera de las siguientes expresiones:

Esta formula sélo es valida si r = 1, ya que si r = 1 todos los términos de la progresién serian iguales, y
la suma seria Sp = a; - n.



Cuando r > 1, la progresion crece indefinidamente y la suma de sus términos tiende a infinito. En
cambio, si r < 1, cada término serd menor que el anterior, y la progresion se ird acercando a 0 conforme
aumente el nimero de sus términos. Cuando | r | < 1, puede demostrarse que la suma se convierte en:

Por otra parte, es facil obtener que el producto de los n primeros términos de una progresién geometrica
es igual a:

P, =Via, -a,)"

Interpolacion de terminos en una progresion geometrica

Entre dos términos a y b de una progresion geométrica es posible intercalar m términos,
denominados medios geométricos o proporcionales, tales que todos ellos (los m + 2 términos
resultantes) constituyan una nueva progresion geomeétrica de razén r determinada como:

r= Vhia

Problemas Resueltos

1. En una progresion aritmética, sabemos que el sexto término es 28 y que la diferencia es 5. Calcular
el término general y los 5 primeros términos.

e Conocemos el término 6-ésimo y la diferencia:

a;=28 d=5
e Queremos calcular el término general de la sucesion, a,, que sabemos que es de la forma

an=a;+ (n—1)-da,= a;+(n—1)-d
« Como la diferencia es d=5, tenemos:
a,=a;+n—1)d =
=a, +5n—1)

o Necesitamos calcular el primer término de la sucesion, alal. Para ello, aplicamos la férmula
para el caso n=6 ya que sabemos que ag=28. Sustituimos en la férmula:

28:ﬂ6:ﬂ1+(5_1}5:ﬂ-1+25 -+
28:ﬂ1+25 B ﬂ-1:3
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o Por tanto, el término general de la sucesién aritmética es:
a,=3+5n—-1)
« Los cinco primeros términos son:
ay = 3
a,=3+5-1=8
ag=3+5-2=13
as=3+5-3=18
a:=3+5-4=23
Nota: hemos calculado los términos aplicando la férmula obtenida, pero una vez sabemos que el
primer término es 3 y que la diferencia es 5, podemos obtener facilmente los términos sumando 5:
a1=3
a,=3+5=8
a3=8+5=13
a,=13+5=18
as=18+5=23

2. En una progresion geométrica, sabemos que el primer término es 6 y el cuarto 48. Calcular el
término general y la suma de los 5 primeros términos.

Conocemos el primer y el cuarto término:
@y = 6, @y, =48
Puesto que la progresion es geométrica, su férmula general es de la forma
a, = a,;r* !

De dicha formula conocemos el término a;, pero no conocemos la razon, rr. Para calcularla, aplicamos
la férmula para el caso n=4 porque sabemos que a;=48:

48 =a,=6-r% =

48 = 6r? —

48,

T‘ = — = —_—
6

r=%8=2

()]



Por tanto, la razén es r = 2 y el término general es:
a,=6-2""1

Para calcular la suma de los 5 primeros términos, aplicamos la férmula. Necesitaremos calcular el
término as:

g 1 —
5 = —-————_Q
5 r—1
_ag-2—-6
To2-1
:ﬂ-E'E_ﬁ
a;=6-2*=96

5:=96-2—-6=186
3. Encontrar el término general de la sucesion
20, 19.3,18.6, 17.9,...
¢Es aritmética o geométrica? Encontrar los términos: décimo (10), vigésimo (20) y trigésimo (30).

Si la sucesion es aritmética, entonces la diferencia entre dos términos consecutivos siempre es la
misma.

Buscamos la diferencia:

d=a;—a,=193-20=—-07
d=a;—a,=18.6—19.3 = —0.7
d=as—a;=17.9— 186 = —0.7

Se trata de una sucesion aritmética con diferencia d = -0.7 (es una sucesion decreciente, d < 0). Por
tanto, el término general es:

a,=a,+n—1)d =
—=20-0.7(n—1)

Aplicando dicha formula podemos calcular los términos décimo, vigésimo y trigésimo:

ayp=20—07-9=17.3
@yp =20—0.7-19 = 6.7
@zp =20 —0.7-29 = —0.3



4. Encontrar el término general de la sucesion
0.5, 0.25, 0.125, 0.0625,...
¢Es aritmética o geometrica? Calcular los términos n- ésimos para los valores de n = 10, 100.

Se sabe que la suma de los infinitos términos de esta sucesion es 1 (ejercicio 26). Razonar cémo es
posible que la suma de infinitos términos positivos no sea infinita.

Buscamos la diferencia:

d=a;—a; =0.25—05=-025
d=a;—a; =0125—0.25 = —0.125

Puesto que los valores no coinciden, la sucesidn no es aritmética.

Buscamos la razén:

a, 0.25
T:ﬂ_j_:E:ﬂS
a; 0.125
T=a—2=ﬁ=ﬂ.5
a, 0.0625
== 0% = 0.5

Se trata de una sucesion geométrica de razon r = 0.5 (decreciente puesto que r < 1).
Como conocemos el primer término y la razon, el término general es

a, =a;r" 1=

=05-05"1 =
=0.5" =
.l !
-() -
1
-

Asi, podemos calcular los términos 10-ésimo y 100-ésimo:



~ 0.0009765625

1
%10 =510 T 1024
1

Qipp = 2100 =
= 1267650600228229401496703205376

|2

=~ 7.888609052 - 10731
Se=1

Observamos que los términos de la sucesion son muy pequefios: el décimo tiene tres ceros detras de la
coma y el centésimo, tiene treinta.

Aunque los términos de la sucesion son positivos, éstos son cada vez mas pequefios y muy proximos a
0. De este modo, al sumarlos, apenas incrementa el valor, aunque sumemaos infinitos nimeros.

5. En una progresién aritmética, sabemos que el primer término es 1 y la suma de los 10 primeros
términos es 63. Calcular el término general.

Conocemos el primer término y la suma de los diez primeros términos:
aq = -lj 51[:. =63

Utilizaremos las formulas del término general y de la suma (de una progresion aritmética) para poder
calcular la diferencia, d. Dichas formulas son:

a,=a; +dn—1) =
=1+dn—1)
n{a, + a,)
n:—z —_
_n(l+a,)
- 2

Hemos escrito en las formulas a;=1.

Sustituimos los datos conocidos:

10(1+a 10(1+a
53:5:“}: (2 1[:13I S5 63 = (2 1[!13I
a;p=1+d(10—1)=1+9d

Podemos sustituir a;o en la primera formula:



_ 10(1+ 1 +94d) B 10(2 +9d)

=5(2+9d

De la ecuacidn resultante obtenemos d:

63 = 10 + 45d d >3
= — = —
45

Luego la diferencia es d=53/45 y el término general es:
53
a, =1+ s (n—1)

6. Encontrar el término general de la sucesion

1,-2,4,-8,16,..
¢ Es aritmética o geométrica?

Comprobamos si es aritmética:

No lo es. Comprobamos si es geométrica:

_ﬂ-z_ 2_ 2
T_al_ 1
ﬂ-a ‘1‘
=—=—=—2
r iy —2
a a8
T=—4=——=—2
g 4

Por tanto, es geométrica con razon r = -2 y, por tanto, su término general es
a, =a;r" 1=
1. (=21
~ (o

Como la razon es negativa, la sucesion es alternada. Esto implica que cada término tiene un signo
distinto. En esta sucesion en particular, los términos de posicion par son negativos y los otros son
positivos.

7. Calcular la suma de todos los nimeros impares comprendidos entre 100 y 200.

Construimos la progresion formada por dichos numeros:
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a, = 101

a, =103
a; = 105
a, =199

Hemaos usado k porque no sabemos qué posicion ocupa el ultimo término. Es una progresion aritmética
con diferencia d = 2 y con término general

a,=101+2(n—1)

Buscamos la posicion del Gltimo término:
a,=199=101+2(k—1) =

199 =101+2k -2

Resolvemos la ecuacion y obtenemos k = 50.

Por tanto, la suma sera

50
Sso =" (101 +199) = 7500

8. En una progresion aritmética, la suma de los dos primeros términos es 12 y la suma del primero con
el tercero es 30. Hallar el término general y calcular la suma de los cinco primeros términos.

Como la progresién es aritmética, el término general es
A, =0, +dn—1)
Tenemos los datos:

ﬂ1+ﬂ2=12=ﬂ1+ﬂ1+d=2ﬂ1+d
ﬂ1+ﬂ-3:3{]:ﬂ-1+ﬂ1+2d:2ﬂ-1+3d

Resolvemos el sistema de ecuaciones obteniendo el primer término y la diferencia:
a; = —3, d=18

Luego el termino general es:
2,=—3+18(n—1)

Y la suma de los cinco primeros es:
11



a;=-3+18-4=69 -
5
S5 =5(=3 +69) = 165

9. En un cuadrado de lado 2 se unen los puntos medios de sus lados para obtener otro cuadrado inscrito.
Se repite el proceso sucesivamente con los cuadrados obtenidos:

NS

Calcular la sucesion cuyo término n-ésimo corresponde con la longitud del lado del cuadrado n-ésimo.
¢ Qué tipo de sucesion es?

Utilizaremos el teorema de Pitagoras (h > = a ® + b ?) para calcular los lados.
El lado del cuadrado inicial mide 2.
El lado del primer cuadrado mide

El lado del segundo cuadrado mide

El lado del tercer cuadrado mide

El lado del cuarto cuadrado mide




Tenemos la sucesion

sz \l’i

fr=—=—

a; 2

g 1 242

Fre=—=—= = = —

Aa 1\."2 1~‘I-'_‘ E

2y V21 42

r=—=— = —

g 2 1 2
las 12 1 42
_ﬂ-q__z -\."__-'.‘."__ 2

Por tanto, el término general es
n—1

10. A las 9 de la mafiana, una persona cuenta a tres amigos un secreto. Media hora después, cada uno
de estos tres amigos cuenta el secreto a otras tres personas. Media hora mas tarde, cada uno de
éstos cuenta el secreto a otras tres personas y asi sucesivamente.

Calcular cuantas personas saben el secreto a las 9 de la noche suponiendo que cada persona sélo
cuenta el secreto a otras tres personas y a nadie mas durante el dia y que ninguno ha recibido la
informacion varias veces.

Construimos una sucesion en la que cada término sera el niUmero de personas nuevas gue conocen

el secreto:
ﬂ-l 1
ﬂ-: = 3
ﬂ-a 3 " = g
as=3-9=27
a, =31

Es una sucesion geomeétrica de razon r = 3. Cada media hora se extiende el secreto y el tiempo total son
12h, es decir, 24 medias horas. Entonces, queremos calcular la suma de los 24 primeros términos:
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Fllosa — Q4

524

r—1
@zs = 3%°
3@24 —1 324 —1
Soa= = 2 =141 214 7638 240

2

Es decir, lo sabria el mundo entero ya que en el mundo hay més de 7.300 millones de personas (cifra

del 2018).

PROBLEMAS PROPUESTOS
PROGRESIONES GEOMETRICAS

1. El 2°término de una progresion geométrica es 6, y el 5° es 48. Escribir la progesion.

2. EIl ler término de una progresion geométrica es 3, y el 8° es 384. Hallar la razén, y la suma vy el
producto de los 8 primeros términos.

3. Interpolar tres medios geométricos entre 3 y 48.

4. Calcular la suma de los primeros 5 términos de la progresion: 3, 6, 12, 24, 48, ...

5. Calcular la suma de los términos de la progresion geométrica decreciente ilimitada:

6. Calcular el producto de los primeros 5 términos de la progresion: 3, 6, 12, 24, 48,...

7. Juan ha comprado 20 libros, por el 1° ha pagado 1Bs.S, por el 2° 2 Bs.S, por el 3° 4 Bs.S, por el 4°
8 Bs.S y asi sucesivamente. Cuanto ha pagado por los libros.

8. Uniendo los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado I, se obtiene otro, en el que
volvemos a hacer la misma operacion, y asi se continua indefinidamente. Calcular la suma de las
areas de los infinitos cuadrados.

9. Hallar la fraccién generatriz de 0.18181818...

10. Encontrar la fraccion generatriz de 3.2777777...

o~ o Ol

PROGRESIONES ARITMETICAS
El cuarto término de una progresion aritmética es 10, y el sexto es 16. Escribir la progesion.

Escribir tres medios aritméticos entre 3 y 23.

. Interpolar tres medios aritméticos entre 8 y -12.
. El primer término de una progresion aritmética es -1, y el décimoquinto es 27. Hallar la diferencia

y la suma de los quince primeros términos.

. Hallar la suma de los quince primeros multiplos de 5.
. Hallar la suma de los quince primeros numeros acabados en 5.
. Hallar la suma de los quince primeros numeros pares mayores que 5.

Hallar los angulos de un cuadrilatero convexo, sabiendo que estan en progresion aritmetica,
siendo d= 25°.

. El cateto menor de un triangulo rectangulo mide 8 cm. Calcula los otros dos, sabiendo que los

lados del tridngulo forman una progresion aritmetica.

10. Calcula tres nmeros en progresion aritmética, que suman 27 y siendo la suma de sus cuadrados

es 511/2.
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